Limiti di una funzione

1. Nozione di limite di una funzione.

Sia y = f{x) una funzione reale definita in un sottoinsieme X di R e ¢ un punto d’accumulazione
per I'insieme X.

Definizione.- Limite di f{x) per x che tende a c.
Si dice che f(x) tende al numero reale L per x che tende a ¢, o che f{x) ha per limite L in ¢, e si
scrive

lim f(x)=L ,

se ¢ verificata la seguente proprieta:

1) VitornoJdiL Funintorno /, dic : Vxe({ —{c})nX f(x)el.
La (1) si puo esprimere equivalentemente nel seguente modo:

2) Ve >038, >0:vxe(k-8,,clukc+d,[)nXx |flx)-L|<e

non appena si ricordi che un intorno / di ¢ contiene un intervallo aperto contenente ¢ e che la
condizione f(x) € J equivale a | ftx) - L | < g, ove € ¢ il generico raggio dell’intorno di centro L.

La proprieta (1) e quindi la (2), esprime geometricamente, in un riferimento Oxy del piano, il
fatto

che i punti del grafico della funzione f{x) aventi ascissa x €, , distinti da ¢, sono compresi nel
rettangolo di dimensioni 26, e 2¢.

Nelle figure 1 e 2 sono illustrate alcune eventualita.
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Casi particolari
e Sec e R, L =+ o la definizione di limite, ossia la proprieta (1), si pud formulare nel
seguente modo:

3) Ve >038, >0:Vxe(F-8,,c+8,[-{c))nX  f(x)>¢

e si scrive (fig. 3): [im f (x) = +o.
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e Sec € R, L =-  la definizione di limite, ossia la proprieta (1), si pud formulare nel

seguente modo:

4) Ve >038,>0:Vxe(k-8,,c+8,[-{c))nX f(x)<-¢

e si scrive (fig. 4): 1jm f(x) = —0.
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e Sec= + o L € R la definizione di limite, ossia la proprieta (1), si puod formulare nel
seguente modo:

5) ve>0 38,50 : vre (b, wo[nX) [f(0)-Ll<s



e si scrive (fig. 5): 1jm f(x)=L.

X—>+00

e Sec = -oo L e R la definizione di limite, ossia la proprieta (1), si puo formulare nel
seguente modo:

6  Ve>0 35, >0 :Vre(Jod, [nx) [f(0-Ll<e

e si scrive (fig. 6): 1jm f(x)=L.

x—>—0

e Sec= + o, L =+, ladefinizione di limite, ossia la proprieta (1), si pu¢ formulare nel
seguente modo:

N ves0 35,50 :vre(p, ao[nx)  so>e

e si scrive (fig. 7): [y f (x)=+o0.
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e Sec= + o, L =-0o, ladefinizione di limite, ossia la proprieta (1), si puod formulare nel
seguente modo:

8 ve>0 35,20 :vre(p, ao[nX) <

e si scrive (fig. 8): iy f(x)=—.
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e Sec= - L =+, ladefinizione di limite, ossia la proprieta (1), si pud formulare nel

seguente modo:
9 Ve>0 35,0 :vxe(fod, [nX)  fx)>e

e si scrive (fig. 9): iy f(x)=+oo.

X —>—00
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e Sec= -om, L =-mo ladefinizione di limite, ossia la proprieta (1), si puo formulare nel

seguente modo:
100 Ve>0 35,>0 :vre(Jod,[nX)  fx)<-e

e si scrive (fig. 10): iy f(x)=—oo.

x—>—00

Osservazione 1.- Limite destro e sinistro.
Se ¢ ¢ un punto d’accumulazione a sinistra per X e risulta:

11) Ve>0 35, >0 :Vxe(]c,c+58[mX)—{c} |f(x)—L|<8

allora si scrive 1im+ f(x)=L e sisuol dire che L ¢ il limite della funzione per x tendente a ¢

X—>c¢
dalla destra cio¢ per valori maggiori di ¢, mentre se ¢ € un punto d’accumulazione a destra per
X e risulta:

12) Ve>0 38,>0 :Vxe(f-3,.fnX)-{c} |r(0-Ll<e

allora si scrive lim f (x)=L e si suol dire che L ¢ il limite della funzione per x tendente a ¢

X—>¢
dalla sinistra cio¢ per valori minori di c.
Naturalmente si pud considerare il limite destro o sinistro anche nei casi particolari
precedentemente considerati.

Inoltre, se ¢ ¢ d’accumulazione sia a sinistra che a destra si ha ’equivalenza:

limf(x)=L < lim f(x)=L e lim f(x)=L
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Osserviamo infine che per una funzione f(x), per x — ¢, puo accadere una delle seguenti
possibilita:

e esistono in ¢ i limiti destro e sinistro e sono uguali;

e esistono in ¢ i limiti destro e sinistro e sono distinti;

e esiste in ¢ solo il limite destro o solo il limite sinistro;

e non esistono in ¢ i limiti destro e sinistro.

Osservazione 2.-
Se lim f(x)=L e f{x) > L (risp. f{x) < L) intorno a c allora si dice che per x tendente a c la

X —>c

funzione f{x) tende ad L per valori maggiori di L ( risp. minori di L ) e si scrive:

lim £ (x)=L" (risp. lim f(x)=1L")
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Nelle figure 11 e 12 abbiamo rappresentato rispettivamente le due eventualita.

Osservazione 3.-

Alcuni autori sostituiscono, nelle (5) e (6), la locuzione “V € > 0” con I’equivalente “per ogni
numero reale € > 0 ¢ piccolo a piacere”; mentre, nei casi particolari (3), (4), (7), (8), (9) e (10)
con “ per ogni numero ¢ > 0 grande a piacere” .

La semplificazione adottata da questi autori ¢ lecita.

Infatti, se “V ¢ > 0, piccolo a piacere, risulta vera la proprieta:

35, > 0:Vx e (]:—88 ,c[mX)— {:} |f(x)—L| <g
a maggior ragione ¢ vera scegliendo € grande.

Analogamente, se “Ve > 0 grande a piacere risulta vera la proprieta
35, >0:vxe(F o8, [nX) f(x)>e

a maggior ragione ¢ vera scegliendo € piccolo.



